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@ SIMPLIFICACAO ALGEBRICA PELO TEOREMA DA ADJACENCIA

Um termo com n literais tem n adjacentes possiveis

» Exemplo
X3 Xy Xq| ¥ m, tem 3 adjacentes possiveis, mas apenas
00 ol1 m, também vale 1,
00 1] 1 Xg. Ko X =My
01 010 My =X3.X,. X —*> Xg: Xy X =M,
01 1|1 Xg: Xy X =M,
1 0 0] 0
10 1l 1 m, apenas pode ser simplificado com m;.
11 0]0 mo+n"1:X3-X2-(X1+X1):X3-X2
11 1|1
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@ SIMPLIFICACAO ALGEBRICA PELO TEOREMA DA ADJACENCIA

(cont.)

» Exemplo
X3 Xy Xq| T
00 0f1
00 1|1
01 0|0
01 1|1
1 0010
10 1|1
11010
11 111

?

!

?

?

adjacentes

m, m; m, s6 pode ser simplificado
com m,

my, | mg, m3, mg { m; pode ser simplificado com
m, OU COM M5 OU COM Mg

mg| m;, m; {mgpode ser simplificado com
m; ou com m,

Mg m, mg pode ser simplificado com
m; ou com m,

m,| mg, mg {m,pode ser simplificado com

M4 0U COM Mg
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@ SIMPLIFICACAO ALGEBRICA PELO TEOREMA DA ADJACENCIA
(cont.)

» Exemplo :
f =(m,+m,) « essencial
% % x| 1 +(mg +m, )
001 lJo— «— <
01 0|0 F=xx
+ X, [X
01 111 <97 |+ ’ 1} adjacentes
10 0|0 X I
1 0 111 < & <
11 111 “—
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@ REORDENACAO DA TABELA

» Exemplo
Xo Xo X | f Os termos em linhas consecutivas
3 "2 M : :

diferem apenas de 1 bit.

m, 0 O Of 1¢ 4

J Deste modo, grande parte dos

m 00 1| 1«0 « « termos adjacentes ficam

m, 01 1]1 <« o—] <« representados em linhas contiguas,
0 que facilita a identificacédo de

m, 0100 adjacéncias.

mi 11 0|0

m, 1111 « e N&o é habitualmente usada, porque

m. 10 1|1 D o <« se preferem os quadros a 2
dimensoes.

m, 10 0O
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@ QUADRO DE KARNAUGH

» Exemplo

X3 Xy Xq

3
R P P P O O O O
©O O P KL kB L O
O P P O O Kk

O P P O O F Bk kR|=—

Quadro de Karnaugh = Reordenacéo da tabela da verdade em 2
dimensdes.

Os termos adjacentes ficam representados em linhas/colunas contiguas.
X, X
271

X3 00 01 11 10

0 1 3 2

’ 0 1 1 1 0
7 6 y

4 5

1 0] 1 1] o0

Yao
B

.-

R
SIS
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@ IDENTIFICACAO DOS TERMOS NO QUADRO DE KARNAUGH

» Exemplo

X2 Xl

Xo 00 01 11 10

3

0 €) 1| o O termo é 1 quando: x,=0; e X,=0; e x,=0 ou x,=1

1 0| 1|1 o0 ou seja: Xs-Xz-(Xl"'Xl) — X3.%;
simplificados

X2 %4

X;. 00 01 11 10

0 | 1 ﬁ\ 0 O termo é 1 quando: x;=0 ou X;=1; e X,=0 ou X,=1; e x,=1

. | o k y . ou seja: g(x3 + XS).V(X2 +X, »;X1 S X
simplificalos
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.

@ REPRESENTACAO DE FUNCOES - QUADROS DE KARNAUGH

A representacdo de fungbes em Quadros de Karnaugh tem uma correspondéncia directa com a
representacédo sob a forma de Tabela de Verdade.

» Quadros de 2 Variaveis f(X,Y)
Y o 1 0o 1
X X
0 | XY | XY 0 | my | m
1 | XY | XY 1 | m, m,
’ Exemplos: f(X,Y) = XY f(X,Y) = X+Y
XY]| f = >m(3) = 1 M(0,1,2) = 2m(1,2,3) = N M(0)
00 Y o 1
X
01 0 0| 1
1 0
11 1 1 | 1
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@ REPRESENTACAO DE FUNCOES - Q. DE KARNAUGH (cont.)

» Quadros de 3 Variaveis

f(X,Y,2)
I Y 1
YZ 00 01 11 10 YZ 00 01 11 10
X X
0 |XYZ|XYZ|XYZ|XYZ 0 |my | m | my| m,
X|1 |XYZ|XYZ|XYZ XYZ 1 | m, | m | m, | m,
Z
» Exemplos: f(X,Y,Z) = Zm(0,3,5,6)

YZ 00 01 11 10

0 1 0 1 0

1 0 1 0 1
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@ REPRESENTACAO DE FUNCOES - Q. DE KARNAUGH (cont.)

» Quadros de 4 Variaveis

A mesma funcdo pode ter representacdes diferentes, mas equivalentes, num Quadro de
Karnaugh pela simples alteracdo da localizacéo das variaveis

f(W,X,Y,2) f(W,X,Y,2)
YZ 00 01 11 10 WX 00 01 11 10
WX YZ
00 | my, | m; | m, | m, 00 | my | m, 'm,| mg
01 m, | mg | m, | mg 01 m, | mg | m,| mg
11 r-an m13 m15 ml4 11 m3 m7 m15 mll
10 rnS m9 mll rnlO 10 m2 m6 ml4 rnlO
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@ REPRESENTACAO DE FUNCOES - Q. DE KARNAUGH (cont.)

» Quadros de N Variaveis

Um Quadro de Karnaugh de N variaveis é obtido pela duplicacdo de quadro de N-1 variaveis
devendo ser acrescentada a N ésima variavel e o correspondente eixo de simetria de modo a
manter a representacdo das variaveis de forma reflectida.

f(V,W,X,Y,2)

VWYZooo 001 011 010 110 111 101 100

00 mg | m | mg | m, | mg | m, | mg| m,

01 m m m m

11 10 14 15 13 12

11 m24 m25 m27 m26 m30 m31 m29 m28

10| myg | My, | Myg | Myg | My, | Myg | My | My,
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.

o

¥ Eixos de Simetria

AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS

a a
0 i A
0! 2100 01! 11, 10 2 quadrados dizem-se adjacentes
22 < 23 em termos l6gicos quando apenas
5 - 11 - A uma variavel l6gica altera o seu
1 v 1 - <! valor na representacdo desses
; : quadrados.
a
X (Ix 0 xxx Y A O
¢1 00 01 .11 710 000 , 001 ! 011,010 | 110 | 111! 101 | 100
XX3 XX,
00 -t—o—p 00
£ - % - e — ( _
01 01
B —- + - B_._ ? L
11 11 | «—e 1™ -
¢ - Y - o - ¢ _
10 10

Num quadro de N variaveis para cada quadrado existem, sempre, N outros adjacentes
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicante:

Um termo de produto diz-se um implicante de funcdo sse essa funcdo assume 1 para todos 0s
mintermos que o constituem.

» Exemplos:
f(A,B,C) = 2m(0,1,4,6)
C o0 01 11 10 C o0 01 11 10
1
5

0 @@30 20’/\56 0 @Dso "0
N'o (1)

ABC ABC ABC ABC+ABC =B AB AC

Agrupamentos de 2"
quadrados correspondem a
eliminacgéo de n literais
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

»Exemplos da Representacao de Maxtermos:

C o0 o1 11 10

0 1 3 2

0 1 1 1 1

4 7 6

1 1 1 1
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicado:

Um termo de soma diz-se um implicado de funcéo sse essa fun¢do assume 0 para todos os
maxtermos que o constituem.

» Exemplos:
f(A,B,C) = [1M(2,3,5,7)
C o0 01 11 10 C o0 01 11 10

0 1 0 1 3

0 1 |1 @ 0 1 1@@
4 6 4 5 6

SE10/0 )" N0,

S, A A _ )

A+B+C”~ A+B+C A+B+C A+C B+C \ A+B

Agrupamentos de 2"
quadrados correspondem a
eliminacgéo de n literais
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicante Primo:

Um termo de produto diz-se um implicante primo
se a remocado de um qualquer literal, desse termo de
produto, resulta num termo de produto que ndo é um
implicante da funcéo.

» Exemplos:
CD 90 01 11
AB

00

01

11

10

onne
O@Ol
OOT®‘O\ABCD
@o 0 (1))

BD ABCD

AB
00

01

11

10

01 11 10
ﬁ}oo__
- AC
o o
- BCD
0 (310
/g’ “—— ACD

o | 1G] »

/A

ABD ABC

01 11 10
AB
0 | 0 m 00
i
« ol
SNENEVIE TN
10 of o 1/ o
I

ABC ACD
CD 01 11 10
AB

01

11

10

R
Y

\11

Ip—

NEl

ACD

ABC

BD
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicado Primo:

01 11 10
: o : AB
Um termo de soma diz-se um implicado primo se a 00 @ 1 @@
remocdo de um qualquer literal, desse termo de \pspec
produto, resulta num termo de soma que ndo é um oL M s
implicado da funcéo. 1wl 1110 _
A+C+D
10 @ 0 1 @
» Exemplos:
B+D A+B+C
€D oo 01 11 €D 00 01 11 10
AB AB

00

10
{N_ 00 1@11
A+C
1&% 01 1/0\11
1

A+C+D 01 o
B+C+D

1
1
A+C+D @ mm H ﬁw 1!
10 ;@)\1 1 10 B\M

B+C+D A+B+C  B+D A+B+D  A+B+C A+C c+D

< A+B+D 11
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicante Primo Essencial:

Um implicante primo de uma funcéo diz-se implicante primo essencial se contém pelo menos
um mintermo nao contido em nenhum outro implicante primo.

» Exemplos:
Implicantes Primos

€D 00 01 11 10
AB

00 0 /1\ 0 0 .
el ACD
o [0 |1y,
ABC
SNENEVIR TN
. . BD
10 of 0 w 0

Implicantes
Primos Essenciais

CD oo

AB
00

01

11

10

01

Implicantes Primos

CD 00 01 11 10
AB

350

Implicantes
Primos Essenciais

11 10

0

NhoiE
9

0

00 g)o

10 0 0

0

0
0
11 | 0 | o B CD 00 01 11 10
AB
\2/

B

01 0 1 1

G

0

0

0
0
11 0 0 1m
\Y/

10 0 0 0

BECE

0
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@ AGRUPAMENTO DE MINTERMOS E MAXTERMOS (cont.)

¥ Implicado Primo Essencial:

Um implicado primo de uma funcéo diz-se implicado primo essencial se contém pelo menos
um maxtermo nao contido em nenhum outro implicado primo.

» Exemplos:
Implicados Primos Implicados Primos
€D o0 01 11 10

AB
@@ Implicados

00
1 @ Primos Essenciais

1
1
Wll CD 00 01 11 10
AB

1 0 | 11|00
7

01 0 1 1 0

11111@ 11%&11
10@)1@ 10&y01

CD 00 01 11 10
AB

J O
Ol@ll

11 1 1 1

Implicados
Primos Essenciais

A+B+C
01

A+C+D

P oo 01 11 10
A+C+D AB

Soraomonon
B+D A+B+C 01 w 1 1 1

11

e

10

HNOk
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH
¥ Algoritmo de Minimizacao:

O procedimento sistematico para a obtencdo da expressdo simplificada de uma funcdo
representada num quadro de Karnaugh, corresponde a execucdo dos seguintes passos:

Passo 1: Identificacdo de todos os implicantes/implicados primos essenciais.

Passo 2: Determinacdo do menor conjunto de implicantes/implicados primos
que contenham 0s mintermos/maxtermos nao incluidos nos
implicantes/implicados primos essenciais identificados no passo anterior.

Passo 3: Escrita da expressao simplificada como soma/produto de todos 0s
termos de produto/soma seleccionados nos passos 1 e 2.
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Forma Normal/Minima Disjuntiva

» Exemplos:

Funcdes cuja simplificacao utiliza apenas implicantes primos essenciais.

A
0 3 |2
o [ Tl [
SORE
v _ W _
AB AC

o
&

f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC

v

f(A,B,C) = AB + AC

€D 00 01 11 10
AB
1 3 2
00 m 00
-
5
o )

11

10

Dl

14

0

0

0
4

0
1.
&'
S

0

I

= & =
[N [N [N

10

0

ABC

ACD

ABC

f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD
+ ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

v

f(A,B,C,D) = ABC + ACD + ABC + ACD
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Forma Normal/Minima Disjuntiva

» Exemplos:
CD
o0 01 11 10
AB .
f(AB.CD)=2Zm(0,15710,14,15) o (1
= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

D
+ ABCD + ABCD + ABCD 4 E

f(A,B,C,D) = ABC + ABD + ABC + ACD

2
0
6
0
CD 12
00 01 11 10 1 | 0 | 0 D
AB
0 1 3 2 8 9 11 0
© 1 /1, 0 0 / 10 ' 0 0] o0 w
a5 |7 s O conjunto de implicantes

01 0 1 1 0 ) N s
T Solugdes alternativas primos ndo essenciais que
11 oo | 1|1 completam a expressao

s (s u o simplificada oferece varias
01010101 \ AE(;D 00 01 11 10 alternativas.
0 3
= Y
i i . 4 7
O conjunto de implicantes 01 ] 0 W[l\

2
0
6
0
; iaie A 1ini 12 13 5 1 f(A,B,C,D) = ABC + ACD + BCD + ACD
primaos essencials € unico. 11 0 0 \JJ m
0
&

8 9 11

10 0 0 0
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o

» Exemplos:

METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

Expressao Original: 19 Termos de Produto de 5 Literais
Expressao Simplificada: 6 Termos de Produto de 4 Literais

3 Termos de Produto de 3 Literais

f(A,B,C,D,E) = Zm(0,2,4,7,9-14,16-18,23,25,27,28,30,31)

AB
00

01

11

10

AB
00

01

11

10

DEgo0 001 011 010

110 111 101 100

0 1 3 2 6 7 5 4
1 0 0 1 0 1 0 1
8 9 1 10 14 15 13 12
0 1 1 1 1 0 1 1
24 25 27 26 30 31 29 28
0 1 1 0 1 1 0 1
16 17 19 18 22 23 21 20
1 1 0 1 0 1 0 0

DEgo0 001 011 o010

110 111 101 100

5

0

&

)
&/

oy ©o| e
AN
N
'—\

ORCGO,

O
?}/;?\\ . 0
9,

21

0

20

0

!

ou

AB
00

01

11

10

AB
00

01

11

10

DE 000 001 011 010

110 111 101 100

1

3

6

5
0 0 0 Ai:::::) 0 1

8 9 1 10 Y- EY- S

0 1 1 1 1 0 1 7%/i\\
24 25 27 26 0 31 29 8

0 1 1 0 ﬁ\\};/4 1 0 %\\2://
1 7 19 i 22 2 21 20
Yfi:Y;:> 1 0 (ﬁ;;:::Y 0 Viii:::) 0 0

CDEpop 001 011 010

v

110 111 101 100
6

A\

=

D)

Ai:::::) i 0
ga

N

6

29

)
&/

I—'ﬁm
[T

5 |27

klOlDO
19 187 (22 |23 |21 20
o@o@oo
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Forma Normal/Minima Conjuntiva

.. -
Exemplos: D 0 w1
f(A,B,C,D) = MM(2,3,4,6,8,9,11,12,13) AB T T
= (A+B+C+D). (A+B+C+D). (A+B+C+D). 0 | 11 @E
(A+B+C+D). (A+B+C+D). (A+B+C+D). 5 7
(R+B+C+D). (A+B+C+D). (A+B+C+D) 01 @ 11 @ _ I
f(A,B,C,D) = (A+C).(A+B+C).(A+B+D).(A+B+D)
CD 12 15 14
00 01 11 10 11 ﬁ W 1)1
AB
0 1 3 2 9 10
0 | 1|1 00 10 &QE 1
& s 7 e O conjunto de implicados

01 0 1 1 0

R E RN TR Solugdes alternativas
11 0 0 1 1

8 9 11 10
100001\CD000111
AB
1
00 1

primos nao essenciais que
completam a expressao
simplificada oferece varias
alternativas.

0
11 o)
2 7
i imoli o1 [0\ 1 1 o o
O conjunto de implicados ﬂ f(A,B,C,D) = (A+C).(B+C+D).(B+C+D).(A+C+D)
primos essenciais é Gnico. Wh\ 5
11 o\ 1
9 1 10
N Do
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Algoritmo de Minimizacgéao (Funcgbes Incompletamente Especificadas) :

O procedimento sistematico para a obtencdo da expressdo simplificada de uma funcdo
representada num quadro de Karnaugh, corresponde execucgdo dos seguintes passos:

Passo 1: Identificacdo de todos os implicantes/implicados primos essenciais. *

Passo 2: Determinacdo do menor conjunto de implicantes/implicados primos
que contenham 0s mintermos/maxtermos nao incluidos nos
implicantes/implicados primos essenciais identificados no passo anterior. *

Passo 3: Escrita da expressao simplificada como soma/produto de todos 0s
termos de produto/soma seleccionados nos passos 1 e 2.

* Incluindo as indeterminacdes sempre que isso permita reduzir o nimero de
literais presentes nesse implicante/implicado.
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@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Funcdes Incompletamente Especificadas

» Exemplos:

f(A,B,C,D) = £m(0,1,5,7,10,14,15)+Zm (8,13)
=MM(2,3,4,6,9,11,12).MM,(8,13)

CD 00 01 11 10 CD 00 01 11 10 CD 00 01 11 10
AB AB AB
0 1 3 2 3 0 3
0o | 1] 1010 00 @D 0 00 QD 0
4 5 7 6 4 5 4 5
o1 | 0| 1 1. 0 01 | 0 7} 01 | 0 ﬁ \
12 13 15 14 # 12 3 15 # 12 3 15
11 | o | x| 11 11 | o |\«x 11 | 0 k 1
8 9 11 10 9 11 8 9
0 | x | o] o | 1 10 0 0 10 | x | o

2

|_\
H
N \ ©
<o) -
i
N
H
|_\
H
ATEE
i
Ha
H:

1
9 |10
Bo/lo)s o

Setembro de 04 SISTEMAS DIGITAIS H. Neto, N. Horta



MINIMIZACAO DE FUNCOES BOOLEANAS - 28

@ METODO DE MINIMIZACAO DE KARNAUGH (cont.)

¥ Funcdes Incompletamente Especificadas

» Exemplos:

DEgoo 001 011 010|110 111 101 100 DEgoo 001 011 010|110 111 101 100

/\Eg 0 1 3 2 6 7 5 4 /\Eg 1 3 6 7 5 4
0w | x | olo| 1]/0 1010 00 @ 0| o @ 0 /1\ 0] 0

8 9 11 10 14 15 13 12 8 9 11 10 14 5 13 12
01 X 1 1 X X 1 X X 01 X 1 1 X X Z 1 \ X X

24 25 27 26 30 31 29 28 24 25 27 26 0 1 29 28
11 0 X X 0 0 1 X 0 _> 11 0 X X 0 /k 0 E 1 / X 0

16 17 19 18 22 23 21 20 1) 17 19 1 22 21 20
0|10/ 0| 10/ 1 0olo0 10 @ 0| o @ 0 w 0| o

DEgoo 001 011 010|110 111 101 100 DEgoo 001 011 010|110 111 101 100
E3 1 3 6 7 5 4 /\ES 1 3 6 7 5 4
o [T o [a) o Ao o] w [0 7o 7a) s 3 o
8 9 10 14 5 12 8 |19 —71t— [10 (14 | 33— (12

01 | x KHR X | x mhx X ou 01 [<x | 1 | 1 | x || x X >
24 5 27 26 0 1 29 28 24 25 27 26 0 1 29 28

11 okx ofoMx 0 117 1 o | x | x ofotljx 0

/

1) 17 19 1 22 2 21 20 1 17 19 1 22 21 20

10 0 o o [\1/ o | o 10 0| o o [\1/ o | o
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